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ü 여름학교 주제

• 수치상대론

- 3+1 형식화

- 수치상대론 시뮬레이션

- 펄서와 중성자별의 기초

- 중성자별 구조와 상태방정식

- 블랙홀 준정규 모드

• 중력파
- 중력파 이론의 기초

- 중력파 데이터 분석

- 중력파 검출기

- 한국의 중력파 검출기 개발 연구

- CBC 중력파형과 파형 모델

- 중력파 사선 후속 전자기파 관측을 통한 

다중신호 천문학 연구

- 중력파 렌징

- 중력파 우주론

일반상대론, 천체물리/천문학, 광학, ……
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I. 특수상대론

II. 일반상대론

III. 시공간 해의 분석: 블랙홀, 중력파



ü 동영상 자료

• 카오스 강연 “상대성 이론“ 안내

- 재단 홈페이지: 

https://ikaos.org/kaos/apply/view.php?kc_idx=152

- 강연 전체 목록: 

https://www.youtube.com/playlist?list=PL6JaoI65FbZYreP

QLfIU446W2pJQ-Jy2n

• 특수상대론 강연 목록

- 상대성 이론 개론: https://www.youtube.com/watch?v=UAmM1vbeREc

- 특수 상대성 이론(I): https://www.youtube.com/watch?v=hujwRCgJx1A

- 특수 상대성 이론(II): https://www.youtube.com/watch?v=02ER8JzIyCg
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지구

자유낙하가

- 가속 운동…?

vs

- 관성 운동…?

ü 핵심 질문:



𝑔⃗

(그림 출처: Thorne)



I. 특수상대론



ü어디에?
- 서울>수원>천안>…>대

전역>천문연
- “KASI”, “학교장님 직장“, 

sk연구소 옆, …
- (

)
36° 23＇ 58.5,127°
22＇ 30.8,

- 해발 70~80 𝑚

è 공간좌표: (𝑥, 𝑦, 𝑧)

ü언제?
- 10:04 > 10:30 > … > 

11:07 > 11:40
è 시간좌표: (𝑡)

ü 사건: 𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥!
ü 이동경로: 𝑥!(𝜏) 

ü 시간과 공간 or 시공간



: 파리 - 리옹(1885(?))
(그림 출처: Hartle)

10

시간

공
간



시공간 𝓜 = “사건의 집합”	

=	"사건의 𝟒차원 연속체"
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(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)

ℳ



시간 (𝑡)

“동시 사건”

공간 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

세계선(World line):  𝑥!(𝜏)

𝑡"
𝑡#$

𝑡%
𝑡&
𝑡$

사건 𝐸

= 𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧

= 𝑥", 𝑥$, 𝑥&, 𝑥%

≡ 𝑥! (𝜇 = 0,1,2,3)  
12

• 시공간 도표(Spacetime Diagram)



• 세계선 연습(1): 등속 운동
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𝑉 = 일정

𝑥 = 속도×시간 = 𝑉𝑡 𝑥

𝑡
𝑥 = 𝑉𝑡 (𝑡 = "

# 𝑥) 

𝒕, 𝒙
0,0
1,0
2,0
(3,0)
⋮ 

𝒕, 𝒙
0,0
1,0.5
2,1.0
(3,1.5)

⋮ 

1

21(0,0)

4
3
2

543



• 세계선 연습(2): 등가속 운동

14

𝑣(𝑡) = 일정하게 증가

è 𝑥 = 𝑥$ +
"
%
𝑎𝑡%

𝑣 𝑡

𝑥

𝑡

𝑥

막대: 𝐿

𝑣



• 세계선 연습(4): 평면에서의 빛
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𝑥

c𝑡

𝑦

“광뿔(Light-cone)”

(𝑥, 𝑦) 평면
- 3차원의 경우 원은 실

제로는 구면을 나타냄



• 위상 구조(Topological structure)

• 미분 구조(Differentiability)

• 차원(Dimension)

• 메트릭 구조(Metric structure)

• 유한, 무한, 연속, 불연속, ……

16

(출처: NASA)

𝑆%

𝑅%

Peng et al, Science Advances (2022)



ü 거리(메트릭) 구조: “두 사건 간의 거리”

• 다른 위치 동시 사건(𝒕 = 𝒕′): “공간적” 거리
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𝑃 = 𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ~ 𝑄 = (𝑡&, 𝑥&, 𝑦&, 𝑧′)

𝐿 < 𝐿' < 𝐿′′
𝐿

𝐿′

𝐿′′𝑃

𝑄

𝑡 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡.

- 뉴튼의 절대공간:
- 두 사건을 잇는 경로에 따라 다름
- 관측자의 운동 상태와는 무관

è 편평한 유클리드 공간

•  다른 시각(𝒕𝟏 ≠ 𝒕𝟐): “시간적” 거리

𝜏) 𝜏*𝜏+

𝑡&

𝑡$

𝑄

𝑃

- 뉴튼의 절대시간:
- 두 사건을 잇는 경로에 무관

- 관측자의 운동 상태와도 무관

è

𝜏( = 𝑡& − 𝑡$ = 𝜏) = 𝜏*

• 시간과 공간 모두 물질의 출현에 영향 받지 않음

∆𝑙! = ∆𝑥! + ∆𝑦! + ∆𝑧! = ∆𝑥′! + ∆𝑦′! + ∆𝑧′! = ∆𝑙"!

∆𝒕 = ∆𝒕′



ü 정말로 그러 한가…?

18

뉴튼적 거리구조

vs

특수상대론적 거리 구조



üEx) 뮤온의 수명 𝜇5𝜈!𝑊5

è 수명: ∆𝑡＇ = 2.1969811×10#$ 𝑠 ~ 2.2 𝜇𝑠

è 수명: ∆𝑡 = 2.2 𝜇𝑠 ?

𝜇5

𝜈! 𝑊5

𝑇

−𝑉
∆𝑡

∆𝑡＇



𝜇5

𝑉~0.998𝑐 (≠ 0)

è 수명: ∆𝑡 = 2.2 𝜇𝑠 ?

𝜈! 𝑊5

𝑉



평균수명: 
2.1969811(22)×10−6 s
~2.2μs 

이동거리: 
~2.2μs x 0.998c
~0.66km (??)

è (15.8x2.2μs) x 0.998c
~15.8 x 0.66km
= 10.4km (!!)

v뮤온 검출의 미스터리:

è ∆𝑡′



• 편평한 유클리드 3차원 공간:
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𝑥

𝑧

∆𝑥

∆𝑙
𝑦

∆𝑧

∆𝑦

∆𝑙! = ∆𝑥! + ∆𝑦! + ∆𝑧!

= ∆𝑥′! + ∆𝑦′! + ∆𝑧′!

𝑑𝑙% = 𝑑𝜓% + sin%𝜓 (𝑑𝜃% + sin% 𝜃 𝑑𝜙%)  : 3차원 구  

𝑑𝑙% = 𝑑𝜓% + sinh%𝜓 (𝑑𝜃% + sin% 𝜃 𝑑𝜙%)  : 3차원 말안장

𝑑𝑙% = 𝑑𝜓% + 𝜓% 𝑑𝜃% + sin% 𝜃 𝑑𝜙% = 𝑑𝑥% + 𝑑𝑦% + 𝑑𝑧%

(출처: NASA)



특수상대론적 시공간의 거리 구조
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𝜗%" 𝜗!"𝜗

∆𝑡%

∆𝑡!

∆𝑙% ∆𝑙!

𝑡

𝑥
𝑃

𝑄%

𝑄!

예1) 𝑉$ = 1𝑚/𝑠의	속도로	움직이는	𝜗$' :

∆𝑡$' , ∆𝑙$' = 1 𝑠𝑒𝑐, 0 𝑚 ↔ ∆𝑡$, ∆𝑙$ 뉴튼 = 1 𝑠, 1 𝑚 ↔ ∆𝑡$, ∆𝑙$ = 1.000⋯6 𝑠, 1.000⋯6 𝑚

예2) 𝑉& = 0.9× 3×10+𝑚/𝑠 의	속도로	움직이는	𝜗&' :

∆𝑡&' , ∆𝑙&' = 1 𝑠𝑒𝑐, 0 𝑚 ↔ ∆𝑡&, ∆𝑙& 뉴튼 = 1 𝑠, 2.7×10+𝑚 ↔ ∆𝑡&, ∆𝑙& = 2.29 𝑠, 6.19×10+𝑚
24

• 가상 실험



∆𝑠%"
! = − 𝑐∆𝑡%" ! + ∆𝑙%" ! = − 3×10& '

(
×1 𝑠

!
+ 0 = −9.00⋯0×10%$ 𝑚!

∆𝑠%! = − 𝑐∆𝑡% ! + ∆𝑙% ! = − 3×10&×1.00⋯6 ! + 1.00⋯6 𝑚 !

= −9×10%$ ×1.00⋯4 + 1.00⋯4 𝑚!

= −9×1.00⋯4 + 1.00⋯4×10#%$ ×10%$𝑚! ≅ −9.00⋯4×10%$ 𝑚!

∆𝑠!"
! = − 𝑐∆𝑡!" ! + ∆𝑙!"

! = − 3×10& '
(
×1 𝑠

!
+ 0 = −9.00×10%$ 𝑚!

∆𝑠!! = − 𝑐∆𝑡! ! + ∆𝑙%! = − 3×10& 𝑚/𝑠×2.29 𝑠 ! + 6.19×10& 𝑚 !

= −47.2 + 38.3 ×10%$ 𝑚! = −8.90×10%$ 𝑚!

è ∆𝑠%! ≅ ∆𝑠%"
!

è ∆𝑠!! ≅ ∆𝑠!"
!

25



𝑑𝑠% = −𝑑 𝑐𝑡 % + 𝑑𝑥% + 𝑑𝑦% + 𝑑𝑧%

- 밍코프스키(Minkowski) 시공간

- 편평한 시공간: “곡률 (Curvature)” = 0

- 로렌츠 공간  vs   유클리드 공간

- “시간”과 “공간”은 분리할 수 없고 절대적이지도 않다!

è 시공간 복합체!

ü 특수상대론적 시공간(Special relativistic ST)

• 거리(메트릭) 구조(Line element):

26

(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)

(𝑡 + 𝑑𝑡, 𝑥 + 𝑑𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑦, 𝑧 + 𝑑𝑧)

ℳ

관성계 구분 불가능 

è 𝑑𝑠& = −𝑑𝑡& + 𝑑𝑥& + 𝑑𝑦& + 𝑑𝑧& = −𝑑𝑡′& + 𝑑𝑥′& + 𝑑𝑦′& + 𝑑𝑧′&

∆𝑙 = ∆𝑙", ∆𝑡 = ∆𝑡" 이	아니고,	

∆𝑠! = − 𝑐∆𝑡 ! + ∆𝑙!

= − 𝑐∆𝑡" ! + ∆𝑙"! = ∆𝑠"!



𝑑𝑠% = −𝑑 𝑐𝑡 % + 𝑑𝑥% + 𝑑𝑦% + 𝑑𝑧%

= −𝑑𝑡% + 𝑑𝑟% + 𝑟%(𝑑𝜃% + sin% 𝜃𝑑𝜙%)
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(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)

(𝑡 + 𝑑𝑡, 𝑥 + 𝑑𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑦, 𝑧 + 𝑑𝑧)

d𝑠% = 𝜂!T𝑑𝑥!𝑑𝑥T

= 𝜂$$(𝑑𝑥$)%+𝜂$"𝑑𝑥$𝑑𝑥" +⋯

Minkowski metric: 

𝜂,- =
−1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 1

, or

−1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

𝑟& 0
0 𝑟& sin& 𝜃

 

직교 좌표계 극좌표계

ℳ



•모든 특수상대론적 성질들은 이러한 메트릭 구조의 산물:
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Ex1) 광속 불변:

𝑥′

𝑥

𝑡 𝑡′

∆𝑥

∆𝑥′

∆t

∆t’

0 = ∆𝑠%= − 𝑐∆𝑡 % + Δ𝑥% = − 𝑐∆𝑡& % + Δ𝑥&%

𝑐U =
∆V
∆W =

X∆W
∆W = 𝑐 

𝑐U& =
∆V&
∆W& =

X∆W&
∆W& = 𝑐 = 𝑐U  :  광속 동일(불변)!

특별한 경로:   ∆𝑠%= 0

(𝑐 = 1)
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Ex2) 시간 지연 효과:

𝑥′

𝑥

𝑡 𝑡′

∆𝑥

∆𝑡′

∆𝑡

( 
%&
%' = 𝑉 )

- 관측자 𝜗′: “동일 위치“ ∆𝑥' = 0 = ∆𝑦'=∆𝑧'

- 관측자 𝜗: “다른 위치“ ∆𝑥 ≠ 0 = ∆𝑦 = ∆𝑧

Δ𝑠& = − 𝑐∆𝑡 & + Δ𝑥&+Δ𝑦&+Δ𝑧&

Δ𝑠′& = − 𝑐∆𝑡' & + Δ𝑥′&+Δ𝑦′&+Δ𝑧′&

− 𝑐∆𝑡 & + Δ𝑥& = − 𝑐∆𝑡' & + 0&

𝑐∆𝑡 &[1 − (./
0.1
)&] = 𝑐∆𝑡 &[1 − (2

0
)&] = 𝑐∆𝑡' &

Δ𝑠& = Δ𝑠′&
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Ex3) 로렌츠 변환:

𝑥′

𝑥

𝑐𝑡 𝑐𝑡′

빛

𝑡
(𝑡, 𝑥) or (𝑡!, 𝑥!)

𝑥

𝑡′

𝑥′

𝑡"

𝑡#

𝑥#

𝑡#

𝑥%

𝑥%

𝑥$ = 𝑣𝑡$, −𝑡'& + 0& = −𝑡$& + 𝑥$& = −𝑡$& 1 − 𝑣&

è 𝑡$ = 1/ 1 − 𝑣& 𝑡′

𝑡& = 𝑣𝑥&, −0& + 𝑥'& = −𝑡&& + 𝑥&& = −𝑡&& 1 − $
3(

è 𝑡& =
3
$#3(

𝑥'

∴ 𝑡 = 𝑡$ + 𝑡& =
$
$#3(

𝑡' + 3
$#3(

𝑥' = $
$#3(

(𝑡' + 𝑣𝑥')

마찬가지로, 

𝑥 = 𝑥$ + 𝑥& =
3
$#3(

𝑡' + $
$#3(

𝑥' = $
$#3(

(𝑥' + 𝑣𝑡')



Ex4) 속도 합성:
∆𝑡 = $

$#(3/0)(
(∆𝑡' + 3

0
∆/'
0

)

∆𝑥 = $
$#(3/0)(

(∆𝑥' + 𝑣 ∆𝑡′)

∆𝑦 = ∆𝑦' = 0

∆𝑧 = ∆𝑧' = 0

𝑽𝑨 =
𝑽𝑩 + 𝑽

1 + 𝑉 𝑉)/𝑐&

𝑣( =
∆/
∆1
=

)

)*(*,/.)(
(∆/0:3 ∆1')

)

)*(*,/.)(
(∆10: ,

.
∆10
. )

= ∆/0:3 ∆1'
∆10: ,

.
∆10
.

=
∆10

∆20 :3

$: ,
.
∆10/∆20

.

= 33:3
$:,.

,3
.
 

Note:

i) 𝑉( < 𝑐 for 𝑉), 𝑉 < 𝑐

ii) 𝑉( = 𝑐 for 𝑉) = 𝑐 (or 𝑉 = 𝑐)

It never exceed the speed of light!



Ex5) 동시 사건:

• 두 사건:  P" = 𝑡", 𝑥" & 𝑃% = (𝑡%, 𝑥%)

𝑑𝑡 = 𝑡% − 𝑡" = 0 → “동시에 발생한 사건“

• P" = 𝑡′", 𝑥′" & 𝑃% = (𝑡′%, 𝑥′%)

• 𝑑𝑡& = 𝑡&% − 𝑡&" = 0 ?  

• Note:  𝑑𝑠% = −𝑑𝑡% + 𝑑𝑥% = 𝑑𝑥% = −𝑑𝑡&% + 𝑑𝑥&%  

è Not necessarily 𝑑𝑡& = 0 𝑡"& = 𝑡%&     

è 𝒕𝟏& ≠ 𝒕𝟐&  for other observers!



ü 동시에 발생한 사건

(그림 출처: Hartle)
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𝜗′

𝜗

• 𝝑′ 관성계:
- “A와 B에서 쏜 빛이 가운데 O에서 만남”
è A와 B에선 빛을 쏜 사건 𝑃 𝑡(' , 𝑄(𝑡)' )은

동시에 발생한 사건: 𝑡(' = 𝑡)'

• 관측자 𝝑에게도 이 두 사건 𝑃(𝑡(), 𝑄(𝑡))은 
동시에 발생했을까?: 𝑡( = 𝑡) ??



• 관성계 𝝑: 𝑃 𝑡+ 와 𝑄(𝑡))은 
다른 시각에 발생한 사건.
즉,

𝑡+ ≠ 𝑡) (𝑡+ < 𝑡))
• 만약 동시에 쏘았다면 빛은 

O에서 만나지 못하고 O의 
왼편에서 만날 것이다.(광
속 동일, O는 오른편으로 
움직이고 있음)

   è 동시성의 상대성

(그림 출처: Hartle)
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𝜗′

𝜗
𝑉

𝑡′ 𝑡

𝑡+

𝑡)

𝑡′+, 𝑡)&

𝜗′ 𝜗



𝑥′

𝑥

𝑡 𝑡′
Light

𝑡('

𝑡)'𝑡)
𝑡(
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𝑡) > 𝑡(

𝑡′) = 𝑡′(

관측자 𝜗 의 관점

- 관측자 𝜗 가 보는 동시 사건들

- 관측자 𝜗 에서의 동시 사건들의 시

간 진행

- 관측자 𝜗′ 이 보는 동시 사건들

- 관측자 𝜗′ 에서의 동시 사건들의 

시간 진행



𝑥′

𝑥

𝑡

𝑡′
Light

관측자 𝜗 의 관점 관측자 𝜗′ 의 관점

𝜗 𝜗𝜗′ 𝜗′



Ex6) 길이 수축:

𝑥′

𝑥

𝑡 𝑡′

𝐿

𝐿′

𝑐∆𝑡

𝑉

𝐿′

𝐿

𝜗

𝜗′

- 길이란?: 동시에 발생한 두 사건의 거리 è

𝐿6 = ∆𝑥6 = 𝑥′7 − 𝑥′8 w/  ∆𝑡6 = 0 (막대 양 끝)

- 마찬가지로 ‘정지‘ 관측자(𝜗)도 움직이는 막

대의 양 끝을 동시에 측정하여 길이 구함: 𝐿

- Note: 𝜗′ 의 두 사건은 𝜗 에게는 동시에 발생

한 두 사건이 아님

𝑥′

𝑥

𝑐𝑡 𝑐𝑡′

𝐿
𝐿′

∆𝑥

𝑥 = 𝑉𝑡 = $
%
𝑐𝑡 

𝑐𝑡 =
𝑉
𝑐
𝑥 → 𝑐∆𝑡 =

𝑉
𝑐
∆𝑥 

∆𝑠!= − 𝑐∆𝑡 ! + ∆𝑥!= −0! + 𝐿′!

𝑙

− )
*
∆𝑥

!
+ ∆𝑥!= ∆𝑥![1 − )

*

!
] = 𝐿′! 

è ∆𝑥 = 𝐿 + 𝑙 = 𝐿 + ;
<
𝑐∆𝑡 = 𝐿 + (;

<
)7∆𝑥 è ∆𝑥 = 𝐿/[1 − ;

<

7
] 

𝐿 = 1 − )
*

!
𝐿" 

→ =&

8> ?/< & & 1 − 𝑣/𝑐 7 = 𝐿67  



시간 (t)

과거

현재

미래

공간 (x, y, z)

광뿔면: 빛의 경로

과거

사건 p

미래

- 뉴튼적 시공간의 인과구조 

(Newtonian ST):

- 특수상대론적 시공간의 인과구조 

(Special relativity):



- 질문: 두 사람의 나이는?

𝜏!, 𝜏!" =?

è “고유	시간＂

𝑥@ 𝑡 = (𝑡, 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑧 𝑡 )

𝑡%

𝑡!

𝑡

𝜗



• 고유 시간(Proper time)의 계산:

∆𝑡

𝑥

𝜗 ’𝜗

𝑃

𝑄$ 𝑄&

0

(시간 지연: ∆𝑡 = $
$# 3/0 ( ∆𝑡′) 

- 𝜗 의 경로에 대한 고유 시간: τ\ = ∆𝑡

- 𝜗′ 의 경로에 대한 고유 시간: 

τU, = ∆𝑡& = 1 − (𝑣/𝑐)% ∆𝑡 (< τ\)
- Note:	τ;0 = ∆𝜏 = 1 − (𝑣/𝑐)& ∆𝑡 = 𝑐& − 𝑣& ∆1

0

= 𝑐& − ∆𝑥/∆𝑡 & ∆𝑡
𝑐

= 𝑐∆𝑡 & − ∆𝑥&]
1
𝑐

= −∆𝑠& $
0

è ∆𝜏 = −∆𝑠% "X
∆W→$

𝑑𝜏 = −𝑑𝑠%/𝑐∆𝑥



- 일반적인 시간적 경로: 경로 상 어느 지점에서도 𝑑𝑠% < 0

∆𝜏< = ∆𝑡<' =
1
𝑐 −∆𝑠<&

⟹ lim
∆=→"

∑< ∆𝜏< = lim
∆=→"

$
0
∑< −∆𝑠<&

è  𝜏 = ∫𝑑𝜏 = $
0 ∫ −𝑑𝑠&

=
1
𝑐
k 𝑐&𝑑𝑡& − 𝑑𝑥& − 𝑑𝑦& − 𝑑𝑧&

=
1
𝑐
k
1)

1(
𝑐& − 𝑥̇& − 𝑦̇& − 𝑧̇& 𝑑𝑡

=
1
𝑐
k
1)

1(
𝑐& − 𝑣(𝑡)& 𝑑𝑡

𝑥@ 𝑡 = (𝑡, 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑧 𝑡 )
여기서 𝑥̇+ 𝑡 = ,-!

,.
 .

“국소 등속계”

𝑡%

𝑡!

∆𝑡 ∆𝑡′

𝑡

𝜗

- 𝑑𝑠& 은 관측자에 대해 불변(스칼라량)이어서 어느 관측자가 측정해도 동일



𝜏$

𝜏&
𝜏%

• 두 사건을 잇는 경로에 따라 시간 

흐름 달라짐:

𝜏" = 𝑡% − 𝑡" ≠ 𝜏% ≠ 𝜏_

• 뉴튼의 절대시공간에서는 경로에 

무관:

𝜏" = 𝑡% − 𝑡" = 𝜏% = 𝜏_

𝐿

𝐿′

𝐿′′

고유 길이: 𝐿 < 𝐿& < 𝐿′′

𝑡"

𝑡%

𝑡"

𝑡%



𝑡

빛(𝑑𝑠! = 0)

𝑇
𝑇′

𝑇"" = 0

2𝑇 > 2𝑇! > 2𝑇!! = 0

𝑑𝜏 = −𝑑𝑠% = (𝑐 𝑑𝑡)% − 𝑑𝑥%

→ 0 (빛의 경로)  

- “쌍둥이 역설”:
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2𝑇



상대성 원리와 특수상대론적 운동 역학

44



ü 상대성 원리

“물리법칙은 모든 관성계에서 동일”

- 절대 시공간: 갈릴레오 변환에 대해 

물리법칙이 같은 형태

è

- 특수상대론적 시공간: 로렌츠 변환에 

대해 동일한 형태
45

𝜗

𝑉

𝜗′

𝑡& = 𝑡

𝑥& = 𝑥 − 𝑉𝑡

𝑡& = "
"5#-/X-

(𝑡 − #
X
V
X)

𝑥& = "
"5#-/X-

(𝑥 − #
X
𝑐𝑡)



• 뉴튼 역학:    𝑚𝑎⃗ = 𝑚 "!$⃗
"%!

= 𝐹⃗

- 갈릴레오 변환에 대해 동형:  

è 𝑚𝑎⃗m = 𝐹⃗′

- 로렌츠 변환에 대해서는 같은 형태가 아님

- 𝑚𝑎n = 𝐹n , 𝑖 = 1,2,3 è “시간” 성분이 없음.

-

46

𝑡' = 𝑡

𝑥' = 𝑥 − 𝑉𝑡

è 𝑎/ =
?(/
?1(

= ?
?10

?(/0:210)
?10

= ?(/0

?10(
+ 0 = 𝑎/'

𝑡' = 𝛾 𝑡 − 𝑉𝑥 → 𝑡 = 𝛾(𝑡' + 𝑉𝑥′)
𝑥' = 𝛾 𝑥 − 𝑉𝑡 → 𝑥 = 𝛾 (𝑥' + 𝑉𝑡′)

è 𝑎/ =
?

?(@ 10:2/0 )
?(@ /0:210 )
?(@ 10:2/0 )

= $
@

?
? 10:2/0

? /0:210

?(10:2/0)
= $

@
?(/0

?10(
+⋯ = $

@
(𝑎/' +⋯)



𝑡

𝑥⃗

𝑥b = 𝑡, 𝑥c = 𝑥b(𝜏)

ü 특수상대론적 운동 역학:
- For a time-like trajectory, the four-velocity is defined as 

follows;

𝑢+ ≡ ,-!

,/
= (,.

,/
, ,-

"

,/
) :  a 4-vector 

- Three-velocity:  𝑉 ≡ ,-⃗
,.

- Note:  𝑢. = ,.
,/
= %

%#)#
≡ 𝛾, 𝑢1 = ,-"

,/
= ,.

,/
,-"

,.
= 𝛾𝑉1

è 𝑢+ = (𝛾, 𝛾𝑉) : 모두 𝑉 에 의해 결정됨

- Four-acceleration:  𝑎+ ≡ ,2!

,/

- Four-momentum: 𝑝+ ≡ 𝑚𝑢+ = '
%#)#

, ')
%#)#

= (𝐸, 𝑝⃗)

- Note: (스칼라곱) 𝑢 ⋅ 𝑣 ≡ 𝜂+3𝑢+𝑣3 = −𝑢4𝑣4 + 𝛿15𝑢1𝑣5

- 𝑢 ⋅ 𝑢 ≡ 𝜂+3𝑢+𝑢3 = 𝜂+3
,-!

,/
,-$

,/
=

6!$,-!,-$

,/ # = # ,/ #

,/ # = −1 → 𝑢 p 𝑢 = −1,

- 0 = ,(2⋅2)
,/

= 2𝑢 ⋅ ,2
,/

→ 𝑎 ⋅ 𝑢 = 0 Orthogonal , 𝑝 ⋅ 𝑝 = −𝐸! + 𝑝⃗! = −𝑚! → 𝐸! = 𝑚𝑐! ! + 𝑝⃗!

𝑑𝜏 ≡ −𝑑𝑠! = −𝜂"#𝑑𝑥"𝑑𝑥# 

Or,  𝑑𝜏 ! = −𝜂"#𝑑𝑥"𝑑𝑥# 



Note:  
- 임의의 관성계에서 같은 형태: Λ!,

0 𝑚𝑎! = 𝑓! → 𝑚𝑎′, = 𝑓',

- 𝑚𝑎! = 𝑚 ?AA

?=
= ?BA

?=
= 𝑓!, or ?BB

?=
= ?C

?=
= 𝑓" & ?B⃗

?=
= 𝑓

- ?B⃗
?=
= ?1

?=
?B⃗
?1
= 𝛾 ?B⃗

?1
= 𝛾𝐹⃗ with	“three-force”	defined	as	𝐹⃗ ≡ ?B⃗

?1
.		Then,	𝑓 = 𝛾𝐹⃗ and

?B⃗
?1
= ?

?1
𝑚 ?/⃗

?=
= 𝑚 ?

?1
$
$#3(

?/⃗
?1

= 𝐹⃗ :		상대론적	운동방정식

- ?BB

?=
= ?1

?=
?C
?1
= 𝛾 ?C

?1
= 𝑓" = 𝛾𝐹⃗ ⋅ 𝑉 è

?C
?1
= 𝐹⃗ ⋅ 𝑉 :  “단위 시간당 해준 일” or 에너지 보존법칙

è 𝑝" = 𝐸 를 에너지로 해석하는 이유

- If  𝑓! = 0, 𝑝! = Constant. :  Conservation of the four-momentum

• 특수상대론적 운동 방정식:

𝑚𝑎& = 𝑓& (𝜇 = 0, 1, 2, 3)

48

여기서 𝑓! = 𝑓$, 𝑓 : Four-force

Since 𝑎 � 𝑢 = 0, 𝑓 � 𝑢 = 0
→ −𝑓"𝑢" + 𝑓 � 𝑢 = −𝑓"𝛾 + 𝛾𝐹⃗ � 𝛾𝑉
→ 𝑓" = 𝛾𝐹⃗ p 𝑉  è 𝑓: = (𝛾𝐹⃗ ⋅ 𝑉, 𝛾𝐹⃗)



𝑉 (≠ 0)
운동에너지: KE = 0   è $

&
𝑚𝑉& (뉴튼 역학)

𝐸 ≡ E0(

$# 2/0 ( = 𝑚𝑐& 1 − 𝑉/𝑐 & #)( = 𝑚𝑐& 1 + − $
& −1 2

0

&
+ %
+

2
0

F
+⋯ (𝑉/𝑐 ≪ 1)

→ 𝐸 = 𝑚𝑐& + $
&𝑚𝑉

& + %
+𝑚𝑐

& 2
0

F
+⋯

𝐸 = |X-

"5 #/X - ≡ i𝑚𝑐% 

• 특수상대론적 운동에너지 (Relativistic energy):

- 빛의 속도로 증가시키려면(𝑉 → 𝑐) 무한의 에너지 필요!!

- 따라서 물체의 속도는 빛의 속도를 넘지 못한다.

𝑉 = 0 }~
}W = 𝐹⃗ ⋅ 𝑉

49

𝑚

- 테일러 전개:
1 + 𝑥 $ = 1 + 𝑛𝑥 + $($&')

!
𝑥! +⋯ 

𝑝+ = '
%#)#

, ')
%#)#

= (𝐸, 𝑝⃗)

è
E0(

$# 2/0 ( −𝑚𝑐
&  : Relativistic Kinetic Energy

”정지 질량 에너지”
고전적 운동에너지 상대론적 운동에너지



Ex1) Uniform motion in special relativity:

a) 
?B⃗
?1
= 𝑚 ?

?1
$
$#3(

?/⃗
?1

= 𝐹⃗ = 0 → 𝑝⃗ = 3
$#3(

= Constant. → 𝑣⃗ = Constant.

Ex2) Uniformly accelerating motion in special relativity:
a) What would be wrong if it satisfies ,;

,.
= 𝑎 = <

'
= 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡. ?

Sol) 𝑣 𝑡 = 𝑣4 + 𝑎𝑡 → ∞. Its velocity exceeds the speed of light as the time increases.

b) Instead, solve the equation of motion, 𝑚 ,(=;)
,.

= 𝐹 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡., with 𝛾 = 1 − 𝑣! #%/!. What are 𝑣(𝑡) 

as 𝑡~0 and ∞ ? Roughly draw the world line of a uniformly accelerating motion. Here, this object is at 

rest initially, and 𝑐 = 1.

Sol) 𝑑 ;
%#;#

= <
'
𝑑𝑡 = 𝑎𝑑𝑡 → ;

%#;#
= 𝑎𝑡 + 𝐶 = 𝑎𝑡 since 𝑣 𝑡 = 0 = 0. Thus, 

𝑣! = 1 − 𝑣! 𝑎𝑡 ! → 1 + 𝑎𝑡 ! 𝑣! = 𝑎𝑡 ! → 𝑣 𝑡 = ?.
%@?#.#

. 

Note that 𝑣~𝑎𝑡 for 𝑡~0, e.g., slow motion, and 𝑣 → 1 = 𝑐 as 𝑡 → ∞.



𝑎#$ =
𝑠

𝑚/𝑠
= 𝑎#$𝑐& ~

3×10G 𝑘𝑚 &

10𝑚/𝑠&
~9×10$G𝑚 = 9×10$&𝑘𝑚



Ex3): Consider the reaction A → B + C with particle rest masses m�, m�
and m�, respectively.
a) If A is at rest in the lab frame, what is the momentum four-vector P��
in the lab frame? Show also that, in this lab frame, particle B has an
energy E� = (m�

% +m�
% − m�

%)/2m� .
b) If A decays while moving in the lab frame, find the relation between
the angle θ at which B comes off, and the energies of A and B.

𝜃 



Ex4): A relativistic charged particle in a magnetic field

𝑑𝑝⃗
𝑑𝑡 =

𝑑
𝑑𝑡

𝑚𝑣⃗
1 − 𝑣%

= 𝐹⃗, 𝐹⃗ = 𝑞𝑣⃗×𝐵

}
}W

|�
"5�-

= |
"5�-

}�
}W = 𝑞𝑣×𝐵⃗ → 𝑚𝛾

;#

A
= 𝑞𝑣𝐵 → 𝑅 =

'=;

BC
=
�⃗
BC
=

D##'#

BC

𝑓. = 0, 𝑓E = 𝛾𝐹E = 𝛾𝑞𝑣𝐵 =
𝑞𝐵
𝑚 𝐸! −𝑚!

𝐵



Ex5) 전자기학의 상대론적 표현

특수상대론적 시공간에서의 텐서 방정식 

è 상대성 원리를 만족한다는 것을 보장:

𝑨𝜶𝜷 = 𝟎 ⟺ 𝑨&𝜶𝜷 = 𝚲𝜶,
𝝁 𝚲𝜷,

𝝂 𝑨𝝁𝝂 = 𝟎

• 고전적 표현:

𝛻 { 𝐵 = 0, �)
�W + 𝛻×𝐸 = 0

𝛻 { 𝐸 = �
�8
, 𝛻×𝐵 − "

X-
�~
�W
= 𝜇$𝐽 

• 특수상대론적 표현:

𝜕�𝐹�� + 𝜕�𝐹�� + 𝜕�𝐹�� = 0,

𝜕�𝐹�� = 𝜇�𝐽�

여기서

𝐹b� =

0 −𝐸V/𝑐 −𝐸�/𝑐 −𝐸�/𝑐
𝐸V/𝑐 0 −𝐵� 𝐵�
𝐸�/𝑐
𝐸�/𝑐

𝐵�
−𝐵�

0
𝐵V

−𝐵V
0

,

𝐽b = 𝑐𝜌, 𝐽
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Ex) 전류와 자기장:

𝐸 𝐵

𝐽
𝑉

𝐸′ 𝐵' = 0

𝐽' = 0

−𝐵V= 𝐹�� = Λb&
� Λ�&

� 𝐹b,�,

= 𝛾 #
X 𝐸�

& − 𝐵V&

⟹ 𝑩𝒙 = − 𝜸𝑽
𝒄 𝑬𝒚

&

0



ü 뉴튼 극한:  𝒄 → ∞

i) 로렌츠 변환 è 갈릴레오 변환

𝑡& = "
"5�-/X-

(𝑡 − �
X
V
X)

𝑥& = "
"5�-/X-

(𝑥 − �
X 𝑐𝑡)

𝑦& = 𝑦, 𝑧& = 𝑧

𝑡& = 𝑡
𝑥& = 𝑥 − 𝑣𝑡
𝑦& = 𝑦, 𝑧& = 𝑧

ii) 절대 시공간의 거리 구조

∆𝑠&= − 𝑐∆𝑡 & + ∆𝑙 & ≅ − 𝑐∆𝑡 & = ∆𝑠′&≅ − 𝑐∆𝑡′ &

è ∆𝑡 = ∆𝑡′.   

Consequently, we also obtain ∆𝑙 = ∆𝑙′

iii) 인과 구조

𝑡

𝑥

𝑡 = 8
< 𝑥 

𝑡 = 8
<)
𝑥  for 𝑐7 > 𝑐 

𝑡

𝑥

𝑐 → ∞
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ü Question and Answer:



Prob.1) 본인의 세계선을 간략히 그리시오(탄생부터 현재까지).

Prob.2) Ex3) 로렌츠 변환을 유도하시오.

Prob.3) Ex6) 길이 수축을 유도하시오.

Prob.4) 우주에서 다음과 같이 C 지점에서 1시간(각자의 고유시간) 후 친구를 

만나려면 A 출발 후 B는 언제 출발해야 하는가?

Homework Problems

𝐶𝐴 𝐵
8 𝐴𝑈 6 𝐴𝑈

𝑣+ =
1
3
𝑐 𝑣) =

1
2
𝑐



Prob.5) Consider the reaction A → B + C with particle rest masses m�, m�
and m�, respectively.
a) If A is at rest in the lab frame, what is the momentum four-vector P��
in the lab frame? Show also that, in this lab frame, particle B has an
energy E� = (m�

% +m�
% − m�

%)/2m� .
b) If A decays while moving in the lab frame, find the relation between
the angle θ at which B comes off, and the energies of A and B.

𝜃 


